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Эргодическая теорема для действий фуксовых групп

А.И. Буфетов, А.В. Клименко, К. Сириес

Основной результат этой заметки, теорема 1, устанавливает поточечную сходи-
мость сферических средних для действий фуксовой группы. Пусть G – конечно по-
рождённая фуксова группа, R – её фундаментальная область, возможно имеющая
вершины или дуги на границе гиперболического диска D, и пусть TR = {gR : g ∈ G} –
соответствующее замощение диска D. Будем говорить, что R удовлетворяет условию
ровных углов (even corners), если геодезическая, проходящая через любую сторону
области R, содержится в объединении границ областей gR ∈ TR.

Пусть G0 – симметричное множество образующих группы G, состоящее из эле-
ментов, переводящих R в смежные области разбиения TR. Обозначим |g| длину
кратчайшего слова в G0, представляющего g ∈ G, и пусть S(n) = {g ∈ G : |g| = n} –
сфера радиуса n в группе G.

Пусть группа G действует на вероятностном пространстве (X, µ) сохраняющими
меру преобразованиями Tg. Определим сферические средние функции f ∈ L1(X,µ):

Sn(f) =
1

#S(n)

X

g∈S(n)

f ◦ Tg.

Пусть v ∈ D – вершина TR. Если R удовлетворяет условию ровных углов, то гра-
ница TR в малой окрестности v состоит из n = n(v) отрезков геодезических, пересе-
кающихся в v и разбивающих эту окрестность на 2n(v) секторов. Обозначим N(R)
число сторон R внутри D. Если G0 содержит эллиптический элемент порядка 2, то
его неподвижная точка считается вершиной R. Введем следующее условие на R.

Условие 1. Область R удовлетворяет условию ровных углов. Кроме того, либо
N(R) > 5, либо R некомпактна и N(R) ∈ {3, 4}, либо R компактна, N(R) = 4 и R не
имеет пары противоположных вершин v, v′, для которых n(v) = n(v′) = 2.

Обозначим L log L(X,µ) =



f ∈ L1 :

Z

|f | log+ |f | dµ < ∞

ff

.

Теорема 1. Пусть G – неэлементарная фуксова группа, R – её фундаменталь-

ная область, удовлетворяющая условию 1, а G0 – вышеуказанное множество об-

разующих G. Пусть G действует на вероятностном пространстве Лебега (X, µ)
сохраняющими меру преобразованиями. Обозначим IG2

0

σ-алгебру множеств, ин-

вариантных под действием отображений вида Tg1g2
, g1, g2 ∈ G0 . Тогда для любой

функции f ∈ L log L(X,µ) имеет место следующая сходимость при n → ∞:

S2n(f) → E(f | IG2

0

) почти наверное и в L
1
,

где E(f | IG2

0

) – условное математическое ожидание f относительно σ-алгебры IG2

0

.

Доказательство теоремы обобщает рассуждения из [3], где сходимость сферических
средних установлена для действий свободной группы. Главный шаг в доказательстве
теоремы 1 – это построение нового марковского кодирования для фуксовой группы,
удовлетворяющей условию 1.

Первые результаты о поточечной сходимости сферических средних для гипербо-
лических по Громову групп были получены К. Фудзиварой и А. Нево [5] при условии
экспоненциального перемешивания действия. Удобный метод доказательства эргоди-
ческих теорем для действий свободных групп, предложенный Р. И. Григорчуком [6],
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Ж.-П. Тувено (устное сообщение) и в [2], состоит в построении по действию группы
некоторого марковского оператора P . Сходимость сферических средних тогда соот-
ветствует сходимости его степеней P nf . Данное в [3] доказательство сходимости в слу-
чае свободной группы основано на аргументе “Alternierende Verfahren” Дж.-К. Ро-
ты [7], т. е. на сходимости (P ∗)nP nf . Для получения отсюда сходимости P 2nf нужно
соотношение между P и P ∗ (см. [3; предложение 3]). Основой для него являются
следующие условия симметричности для марковского кодирования на группе G, по
которому и строится оператор P .

1. Пусть Ξ – множество состояний марковской цепи. Существует обращающая
время инволюция ι : Ξ → Ξ, т. е. такая инволюция, что переход k → j допустим
тогда и только тогда, когда допустим ι(j) → ι(k).

2. Существуют такие отображения γ, ω : Ξ → G0, что

ω(ι(k)) = ω(k)−1; γ(k) = ω(j)−1
γ(ι(j))−1

ω(k), если k → j допустимый.

3. Существуют подмножества ΞS , ΞF ⊂ Ξ такие, что множество допустимых
последовательностей j0 → · · · → jn−1, где j0 ∈ ΞS , jn−1 ∈ ΞF , биектив-
но отображается на сферу S(n) ⊂ G отображением (j0 → · · · → jn−1) 7→
ω(jn−1)γ(jn−2) · · · γ(j0).

Для произвольной фуксовой группы построенное ранее Р. Боуэном и К. Сириес [1], [4]
кодирование не удовлетворяет этим условиям. Недавно М. Вротен [8] предложил
новый подход, основанный на одновременном рассмотрении множества всех крат-
чайших путей, представляющих данный элемент g, которое, очевидно, симметрично.
Ключевой шаг в доказательстве теоремы 1 состоит в задании семейства кратчайших
путей неприводимой марковской цепью с тривиальной симметрической σ-алгеброй
и удовлетворяющей условию симметричности.
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